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ABSTRACT 
Dam [Mo5] est dtfinie une notion de feuilletage ‘presque isomttrique’, qui gtntralise au plus pres le 
feuilletage singulier des orbites dun groupe de Lie d’isomttries (incidemment, cette notion n’a rien 
a voir avec celle de feuilletage ‘quasi sometrique’ introduite et etudite par M. Kellum dans un beau 
travail [K]). Essentiellement, un tel feuilletage est un feuilletage riemannien singulier au sens de 
[MOM], form& des orbites d’une famille de champs de vecteurs complets respectant les geodesiques 
perpendiculaires; voir la definition detaillie au premier paragraphe. On rappelle en particulier la 
construction dun invariant algebrique de ce type de feuilletage, ‘l’algebre de Lie structurale ho- 
rizontale’. 
Notre etude Porte en premier lieu sur les proprietis de cette algebre de Lie; en particulier, on 
dtmontre qu’elle est de dimension finie quand la dimension generique des feuilles est 1 ou 2. Dans le 
cas general, elle apparait comme une algtbre de Lie de champs de vecteurs formels (Theoreme 
2.1.1). 
On decrit ensuite en detail les feuilletages presque isometriques ur les 4-variitis compactes. Cet 
article reprend pour l’essentiel les resultats de [D] et [D-M]. Nous remercions le referee pour les 
nombreuses ameliorations qu’il nous a suggerees. 
I. L’ALGEBRE DE LIE STRUCTURALE HORIZONTALE D’UN FEUILLETAGE 
SINGULIER PRESQUE ISOMETRIQUE (F.P.1.S) 
1.1. Feuilletages presque isombtriques 
Soit (V, F, g) un triple, oh V est une variCtC differentiable connexe de dimen- 
sion n, .F un feuilletage singulier au sens de H. Sussmann [Su] et P. Stefan [St], 
et g une metrique riemannienne sur V. On dira que 3 est presque isometrique 
pour la metrique g si les conditions suivantes ont satisfaites: 
(i) Toute geodesique perpendiculaire a une feuille en un point reste per- 
pendiculaire a toutes les feuilles qu’elle rencontre. 
(ii) Si 3 = g( V, 3, H) est l’algebre de Lie des champs de vecteurs diffe- 
rentiables tangents aux feuilles qui respectent le champ d’elements de contact 
H perpendiculaire aux feuilles (de dimension variable), la partie JC de z for- 
mee des champs complets est transitive sur chaque feuille. La condition (i) 
(‘transnormalite’ au sens de J. Bolton [Bo] pour une partition d’une variete 
riemannienne n sous-varietts) signifie que la mttrique g est adaptte, c. a d. que 
( V! 3, g) est un feuilletage riemannien singulier au sens de [MOM]. Bien entendu 
ceci generalise le cas ou 3 est defini par les orbites d’un groupe de Lie 
d’isomttries de ( I/, g). 
1.2. Voisinages tubulaires distinguhs et stratification de (V, .F,g) 
Si F est une feuille de 3, soit QF le fibri normal a cette feuille, g definit sur QF 
une metrique transverse g;, c. a d. qui virifie 
&Y,F(Y,Z) -&[K Yl,Zl -&y, W>Zl) = 0 
pour tout champ de vecteurs X tangent aux feuilles, Z, Y, Ctant des champs de 
vecteurs quelconques. 
Soit x0 E V; en utilisant la decomposition locale d’un feuilletage riemannien 
singulier au voisinage d’un point, voir [MOM], on obtient un voisinage tubu- 
laire .t3: d’une plaque P passant par x0, tel que l’application exponentielle 
expp : BP: + B3,c realise un diffeomorphisme du fibre en boules BL de rayon po 
contenu dans le fibre normal a la feuille Fx,, sur BL. Notons 7r : f3,, + P l’ap- 
plication de projection orthogonale. Les fibres de 7r sont reunion d’arcs de 
geodtsiques tangents a H. De facon precise, pour tout x E BP”,, il existe une 
unique geodtsique d’origine K(X) et d’extremite x, perpendiculaire a la plaque 
en r(x), qui realise la distance d(x, P). Les plaques de 3 dans BP{ sont tracees 
sur les tubes ~5:~ ou 15: est l’ensemble des points sit&s a une distance p < po de 
P. Si P’ est une autre plaque, l’application 7r : P’ + P est une submersion sur- 
jective. On dira que f?,: est un voisinage tubulaire distingue de x0. 
Dans la suite on notera C, la strate des feuilles de dimension r; les strates 
sont des sous-varietes plongees de V. Si V est compacte l’adherence dune 
feuille F c C, reste contenue dans C,; la strate des feuilles de dimension mini- 
male est compacte, et celle des feuilles de dimension maximale est un ouvert 
dense. Les adherences des feuilles sont des sous-varietis et celles qui ont une 
dimension maximale forment un ouvert dense. 
1.3. Nappes de ( V, 3, g) 
l&ant donnt x E V, on appellera nappe passant par X, et on notera N,, l’en- 
semble des points que l’on peut atteindre a partir de x en suivant un chemin 
continfiment differentiable par morceaux tangent a H. La construction est 
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analogue a celle utilisee par G. Cairns dans l’etude des feuilletages geodesiques 
[Cal; voir a ce sujet R. Blumenthal-J. Hebda [Bl-He]. 
Proposition 1.3.1. Les nappes sont les feuilles d’un feuilletage Ggulier N sur V, 
pour lequel es champs de vecteurs dans Jc sont feuilletds. 
Dkmonstration. Soit K la famille des champs de vecteurs differentiables dont 
chaque orbite est contenue dans une nappe. D’apres un resultat classique [Su] 
[St], les ‘classes d’accessibilite’ de cette famille forment un feuilletage singulier 
S sur V. Par construction les feuilles de ce feuilletage sont contenues dans les 
nappes, d’ou il resulte que X est le module des champs de vecteurs tangents a S. 
On notera S, la feuille de S passant par x, et T,*S, son espace tangent en x. 
Les transformations engendrees par les elements de & envoient nappe sur 
nappe, done respectent le feuilletage S. Par suite la dimension de T,S, reste 
constante le long de chaque feuille de 3. 
Soient d’autre part x0 E V, L?L un voisinage tubulaire distingui de x0, et 
T : BP: + P la projection orthogonale sur P. Chaque transversale T’ ( y) est 
contenue dans une nappe, done la dimension de T-Jr reste constante quand x 
parcourt cette transversale t T,(S,) contient T,(c’( y)). 
Finalement la dimension de T.yS.y est localement constante, done constante, 
c. a d. que le feuilletage S est regulier. Comme pour y E P, T,S,, contient 
W+(Y)) = Hy, h q c a ue nappe est contenue dans une feuille de S et la pro- 
position est demontree. 
D’apres ce resultat, les champs de vecteurs appartenant a J( sont feuilletes 
pour le feuilletage N. Done on peut appliquer a N le theoreme de structure des 
feuilletages transversalement complets [Mol]: les adherences des nappes sont 
les fibres d’une fibration horizontale 
sur une variete basique W. 
On remarque aussi que chaque nappe rencontre toutes les feuilles de F: le 
sature de feuilles d’une nappe est saturt de nappes et mCme d’adherences de 
nappes; il se projette par 1c, suivant un ouvert de W, qui est en fait W tout entier 
compte tenue de la connexite. En particulier, $ induit sur chaque feuille de F 
une submersion. 
1.4. Algkbre de Lie structurale horizontale 
a. Une fonctionf E C”“(V) sera dite H-basique si sa differentielle en tout 
point x s’annule sur H,y. Une fonction sera H-basique si, et seulement si, elle est 
$-projetable de sorte que l’anneau Cg ( V) des fonctions H-basiques s’identifie 
a C (x. (W) par la correspondance f + f o I+!J. 
Si X E J et f E Cg( V), la fonction Xf est H-basique. Done X est +proje- 
table en un champ de vecteurs XW sur W. Par ailleurs, le produitfX est encore 
dans J, c’est-a-dire que Z est un Cg( V)-module. La correspondance X + XW 
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difinit alors un morphisme de C”“( W)-modules de J’ dans A’( W) et comme 
l’image de ce morphisme est transitive sur W, ce morphisme est surjectif. 
On a done une suite exacte de C” ( W)-modules et d’algebres de Lie: 
(2) o++Jy,3,H)+X(W)~O 
ou [ est l’algkbre de Lie des champs $-verticaux dans J. 
b. Soit N = $-t(y) une fibre de $I. Par transversalite, les composantes 
connexes des traces sur N des feuilles de 3, orbites des elements de J verticaux 
au-dessus de y, forment un feuilletage presque isometrique (N, 3~, go). 
Comme les transformations de V engendrees par les champs de vecteurs de 
& transportent N sur une fibre de $, le triple (N, 3N, H) ne depend pas, a iso- 
morphisme pres, du point y. L’algebre de Lie J(N,3N, H) apparait ainsi 
comme un invariant algebrique de ( Y, 3, g). On notera cet invariant 
(3) ti = ,7(N,3N, H) 
et on l’appellera algkbre de Lie structurale horizontale de (V, 3,g). Notons 
que, si &WI W = q, en integrant q champs de vecteurs Xl,. . , , X4 E Jc dont les 
projections en y sont linkairement indipendantes, on construit une trivialisa- 
tion locale de II, au-dessus d’un voisinage ouvert UW de y: 
qui verifie la propriete suivante: x ktant un point de UW et N’ = @({x} x IV) 
La fibre de + au-dessus de x, @ envoie le triplet ({x} x N,3N, HN) sur 
(N’, ZV/, Hw). 
Grace a une tehe triviahsation, tout champ de vecteurs XN E g(N, 3N, H) 
&end sur U = $J-’ (U ) w en un champ $-vertical Xu f J( U, 3, H). En multi- 
pliant Xu par une fonction H-basique 1 support dans U valant 1 sur N, on 
prolonge XN en X E [; en d’autres termes, la restriction i la fibre N de $J du 
premier terme t de la suite exacte (2) coi’ncide avec X. 
Ce qui pricede montre l’importance de I’algibre de Lie structurale hori- 
zontale. Le paragraphe suivant est consacri! a l’etude de cet invariant, ce qui 
revient i ttudier J( Y, 3, H) dans le cas oti le feuihetage presque isomktrique 
( V, 3, g) est a nappes denses. 
2. ETUDE DE L’ALGEBRE DE LIE STRUCTURALE HORIZONTALE 
2.1. Une propri6tC g6nCrale 
Tlkoreme 2.1.1. Suit ( V, 3, g) unjp. i. h nappes denses. Si X E J( V, 3, H} a un 
jet infini nul en un point x0 E V, il est identiquement ml. 
Demonstration. Soit !3: un voisinage tubulaire distingui de x0, 
exp, : I?: + BL le diffeomorphisme donne en Paragraphe 1.2. Soit (cpt) le 
groupe local A un param&tre dtfini par le champ de vecteurs X sur BL. On note 
i~t+ la differentielle de pt. Chaque (Pi* laisse invariant BL, (ptL) definit ainsi un 
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groupe local a un parametre sur BL et par suite un champ A” qu’on appellera 
linearise transverse de X. Chaque qr* lake aussi invariante la metrique trans- 
verse definie par g sur BL. 
Lemme 2.1.2. L’exponentielle Pchange X’ et X. 
DCmonstration du Lemme 2.1.2. D’apres [MOM], si une giodesique perpendi- 
culaire aux feuilles d’un feuilletages riemannien singulier est tangente a une 
strate C, en l’un de ses points, elle reste localement contenue dans cette strate. 
On commence par demontrer le resultat dans le cas regulier, oti toutes les 
feuilles ont la meme dimension. 
Supposons F regulier. Soit U un voisinage ouvert simple de x0 et soit 
f: (U,g) + vm une submersion riemannienne qui d&nit le feuilletage F 
dans U. Les geodtsiques perpendiculaires aux feuilles sont les releves tangents 
a H des geodesiques de (I?‘, g). Notons XU la restriction de X a U et (cprU) le flot 
de XU. Comme cp,lj laisse la me tri ‘q ue transverse invariante, si y est une geode- 
sique perpendiculaire aux feuilles, (p,” o y est un chemin perpendiculaire aux 
feuilles de m6me longueur que y. y et ‘py 0 y se projettent sur une meme geo- 
desique 7 de (a,~). 11 en resulte que ‘p,” o y est une geodisique, d’oh 
‘P[ 0 exp, = expp 0 (pt*. 
En fait l’argument essentiel vaut dans le cas singulier, en considerant d’une 
part les geodesiques qui restent dans la meme strate et d’autre part celles qui 
rentrent (et restent) dans une strate moins degeneree a partir de leur point de 
depart. 
On va donner maintenant une autre construction des nappes. 
Lemme 2.1.3. Soit ( V, 3, g) unjp. i. La nappe N,passantpar x est l’ensemble des 
points que Ibn peut atteindre ci partir de x par des gtod&iques briskes perpendi- 
culaires aux feuilles. 
Preuve du Lemme 2.1.3. On appellera provisoirement ‘nappe geodtsique’ pas- 
sant par x l’ensemble des points que l’on peut atteindre a partir de x par des 
geodesiques brisees perpendiculaires aux feuilles. 
Comme dans la demonstration de la Proposition 1.3.1, on note X’ la famille 
des champs de vecteurs differentiables dont chaque orbite est contenue dam 
une ‘nappe geodesique et S’ le feuilletage singulier forme par les classes d’ac- 
cessibilitt de cette famille. Le Lemme 2.1.2 entraine que les transformations 
engendrees par les elements de c7, permutent les geodtsiques perpendiculaires 
aux feuilles. Exactement comme pour la Proposition 1.3.1 on montre qu’en fait 
S’ est un feuilletage regulier; d’ou il resulte immediatement qu’il coi’ncide avec 
le feuilletage N par les nappes. q 
Preuve du ThCorkme 2.1.1. Soit A = {x E V/jXmX = 0). C’est un ferme de V. 11 
suffit de prouver qu’il est reunion de nappes, ou encore (compte tenu du Lemme 
2.1.3) que si x E A, toute geodesique perpendiculaire aux feuilles issue de x 
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reste - au voisinage de x - dans A. L’hypothese j,“X = 0 entraine que le jet in- 
fini en x du ‘linearise transverse’ X’ est nul. Mais alors X’ aura un jet infini nul 
sur toute la fibre en x du fibre en boules de rayon ~0; doncj”X restera nul sur 
toute la fibre en x de BL, d’ou le resultat. q 
Remarque 2.1.4. Le Lemme 2.1.2 entraine qu’un f.p.i.s. est transversalement 
linearisable au voisinage des feuilles singulieres. L’algebre d’isotropie J& de 3 
en x0 est tangente a la fibre 7r-l (x0). 
En particulier si F a une feuille ponctuelle {.x0}, les linearises des elements de 
3 (qui coi’ncide avec 3t dans ce cas) sont des isometrics infi~it~simales de 
r,, ( V). Ceux-ci etant entierement determines par leurs germes en x0 d’apres le 
Thlorime 2.1.1,x est une algebre de dimension I: (n(n - 1)/2). 
2.2. Cas particuliers 
2.2.1. ( V, .F, g) est unfp. i. rZgulier 
Si ( V, .F, g) est un f.p.i. regulier, la differentiabilite de H entraine que les nappes 
sont ies orbites du module XH des champs de vecteurs tangents a H. Soit U un 
ouvert de V tel que la restriction J&r de 3 6 U posside une base (Xl, . . . , X,). 
Comme 3 respecte H, la restriction _A’, dun element X de J’ d U se decompose 
dans cette base suivant des fonctions H-basiquesfi, . . . ,fp. Ceci entraine que si 
X s’annule en un point x de V, il reste nul le long de la nappe passant par x. Par 
suite si N = $-l(y) est une fibre de $, J(N,FN, H,v) est simplement ransitive 
sur les feuilles de FAT et on a J(N, FN, HN) = J?(N, FN, HN). II existe alors 
une structure de groupe de Lie sur le groupe G,v des transformations de N 
engendrees par les elements de Jc(N,F,,, HN), voir Palais [Pa], telle que 
&(N,.&,HN) soit l’algebre de Lie des champs fondamentaux. Comme GN 
opere de fagon localement libre sur N, HN apparait comme une presque con- 
nexion au sens de [MOM]. 
Dans le cas ou F est un flot on a: 
Proposition 2.2.1. UnJtot p.i. rkgulier ( V, F, g) sur une vari&tt connexe st iso- 
mktrique pour une mdtrique g’ correspondant au mime champ H et ci la mPme 
mttrique transverse que g. 
Preuve. En utilisant la fibration horizontale, on voit que J( V, F, H) posdde 
un element sans singularite. Une modification convenable de la metrique le 
long des feuilles donne le resultat. 0 
2.22. (V,~,g)esta~l~otp.i.s. 
La Remarque 2.1.4 et le fait que les feuilles ont pour dimension 1 entrainent que 
dim3 = 1. 
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Proposition 2.2.2. Soit ( V, 3, g) unJEot p. i.s. SUY une variett compacte t connexe 
V. Si, en restriction d la strate Cl, le champ dPlt?ments de contact H perpendicu- 
laire auxfeuilles est completement integrable, alors 3 est dejinipar une operation 
du groupe de Lie S’ sur V. 
DCmonstration. Soient Ci z,ne composante connexe de Co, BP: un voisinage 
tubulaire de Ch et rr : O,,,” -+ Ch 
Et n ap?, 
la projection orthogonale. Soient XI E 
x0 = “(x1) et p = d(x,, x0). La feuille F,, passant par x1 est tracee sur 
la ‘sphere’ ST intersection du tube a,“’ avec la fibre I’. Sur S?, 3 induit 
un flot p.i regulier 3p. D’apres la Proposition 2.2.1, 3p est defini par un Clement 
X E J(S,““, 3p, HP) sans singularite. 
Si dim Sp > 1, la complete integratibilite de HZ, entraine que la forme dif- 
ferentielle w definie par w(X) = 1 et w(Z) = 0 si Z est tangent a H,, est fermee 
et done exacte. Ceci Ctant impossible, dims;? = 1, d’ou F.X, = Sp et CA a pour 
codimension 2 dans V. 
Les feuilles generiques voisines de Co sont done fermees. On deduit alors du 
thioreme de structure des feuilletage riemanniens singuliers [MOM], que 3 a 
toutes ses feuilles fermtes. 
Maintenant, d’apres la Proposition 2.2.1, le groupe [w des transformations 
engendrees par les elements de &( V, 3,g) agit par isometrics, pour une me- 
trique convenable, sur Ct; en notant F le sous-groupe, isomorphe a Z, des or- 
bites principales de R, on peut factoriser cette action en une operation de 
[w/r = S’ sur V. Mais les elements de F laissant aussi fixes les points de CO, 
cette factorisation se prolonge en une action differentiable de S’ sur V. 
Remarque. Si la distribution Hz, n’est pas involutive, (Et, 3) est isometrique; 
en outre la restriction de 3 a chaque voisinage tubulaire distingue dun point de 
CO est isometrique. Reste a savoir s’il existe une metrique globale sur V pour 
laquelle 3 est isometrique. 
2.2.3. (V, 3, g) est unfp.i.s de dimension gentrique 2 
Proposition 2.2.3.1. Soit ( V, 3, g) unfeuilletagep. i sur une varittk connexe. Si la 
dimension maximum des feuilles de 3 est 2, lhlgebre de Lie structurale hori- 
zontale ‘FI est de dimension$nie. 
DCmonstration. On a vu en Paragraphe 2.2.1 que si 3 est rigulier, 
J(N, 3~, HN) est simplement transitive sur les feuilles de 3~, d’oh 
dimN= dim3N. 
Si 3 a une feuille ponctuelle, alors d’apres la Remarque 2.1.4, 
dim’H 5 (n(n - 1)/2). 
Si les nappes ont pour codimension un, on distingue deux cas: 
a. les nappes sont fermees: 3~ est alors un flot p.i.s et on a dim ‘Ft = 1. 
b. les nappes sont denses: si un element de J est tangent a une nappe en un 
point de V, il est tangent a toutes les nappes; de plus sur chaque nappe, les 
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traces des feuilles induisent un flot p.i.s. Done la sous-algebre de Lie & de 3 
form&e des champs tangents aux nappes a pour dimension 1. Puisque J/J? a 
pour dimension 1, on en deduit que dim IFI = 2. 
Reste le cas ou V = Ci u C2 et est form&e d’une seule nappe. On raisonnera 
par I’absurde en supposant que J( V, 3, H) est de dimension injinie. 
Soient Fi une feuille singuliere, Pi un ouvert connexe relativement compact 
de Fi, et B,‘d un voisinage tubulaire de Pi de rayon po assez petit. On a deja vu 
que, via l’exponentielle, t3p: s’identifie au fibre en boules Bz de rayon po dans le 
fibre normal a Pi, chaque X E 3 s’identifiant a la transformation infinitesimale 
Xi, de Bz qu’il determine. On note 71: l?z -+ PI la fibration orthogonale. 
Lemme 2.2.3.2. Soit x E l3fi n CZ. Alors H, est contenue dans Kerr. 
Preuve du Lemme 2.2.3.2. Soit xi E Pi et JX, la sous-algebre d’isotropie de J 
en xi. Notons 3’ la restriction de JX,, a la fibre r-1 (xi). D’apres le Lemme 2.1.2 
et la Remarque 2.1.4, J ’ s’identifie a une algebre de Lie ,7; de champs lineaires 
form&e de la restriction des linearids des elements de J,,, a la fibre IX, de BL1 
au-dessus de xi. Puisque Ji definit sur I,, un flot isometrique, on a dimJi = 
dimJ’ = 1. Par consequent si x E .J s’annule en un point x2 E C2 n t?:, il 
reste nul sur la fibre de 7r au-dessus de sa projection xi. 
Supposons que H, est transverse a la fibre n-l (xi), avec xi = n(x). Au voi- 
sinage de x, le champ d’elements de contact H sera transverse aux fibres de rr. 
Soit g un chemin passant par X, tangent a H contenu dans CZ et transverse a 
am’. Si X E J s’annule en x, il reste nul sur (T d’apres Paragraphe 2.2.1. X va 
rester nul sur toutes les fibres de rr qui rencontrent g. Par suite X s’annule au 
voisinage de x. D’o~~_~FX = 0, ce qui implique X = 0, d’apres le Theoreme 2.1.1. 
11 en resulte que J a pour dimension 2, ce qui contredit l’hypothese. 
Soit alors x E t?p2 n C2. Notons P une composante connexe de la trace sur 
BP2 de la feuille F passant par x. Les fibres de la submersion rr : P + PI defi- 
nissent sur P un feuilletage fi invariant par la restriction 3~ de 3 a P. Via 
I’identification Bp’d N f3;, les feuilles de fo sont munies d’une metrique in- 
variante par &, ou encore (quitte a restreindre P) d’un champ de vecteurs YO 
tangent afo cornmutant avec 3~. 0 
Lemme 2.2.3.3. fo est l’unique feuilletage sur P invariant par ,7p. II &tend ci CZ en 
l’uniquefeuilletage, noti encore fo, de dimension 1 contenu dans 3 et J-invariant. 
Preuve du Lemme 2.2.3.3. 11 suffit de prouver la premiere assertion, car elle 
entraine le prolongement de fo g F (par J-invariance), puis a & (par glisse- 
ment des feuilles suivant H). Comme F est reguliere, & est de dimension infinie 
(le glissement suivant H definit la valeur locale de X E 3 a partir de sa valeur 
sur F). 
Supposons qu’il y a sur P un second feuilletage invariant fl. 11 sera transverse 
a f0 (fo et fi Ctant &-invariants, le fait que Jp est transitive sur P entraine que si 
TX,, fo = TX,,, fi en un point x0 de P, alors fo coi’ncide avec f,) et tout X, E Jp se 
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decomposera en Xs + Xr, oh X0 (respectivement Xl) est tangent afo (resp.fr) et 
feuillett pour fr (resp. SO). 
Comme [ Yo, ,7p] = 0, en prenant des coordonntes locales (x, y) dans les- 
quelles YO = a/dy, on voit facilement que l’ideal ,_7p0 de Jp tangent afo (resp. 
l’ideal ,7~, tangent afr) est de dimension 1 (resp. de dimension infinie). On en 
deduit que fo et j-1 sont les seuls feuilletages Jp-invariants, et s’etendent par 
J-invariance puis glissement suivant H a C2 toute entiere. En fait fr &ant en- 
gendre par un ideal Jr de J de codimension 1 se prolonge differentiablement 
sur V en posantfr = 3 sur la strate Cr. 
D’apres le Lemme 2.2.3.2, le champ d’elements de contact HI = T’o @ H 
se prolonge differentiablement sur Cr en posant Hr = H sur la strate Cl, et HI 
est invariant par Jr. Le champ d’eltments de contact regulier HI ainsi defini 
sur I/ ne peut etre integrable, sinon ses varittes integrales contiendraient les 
nappes. Mais si X1 E Jr est nul en x, il reste nul sur les courbes integrales de 
HI, done il est identiquement nul. Ceci contredit le fait que Jt est de dimension 
infinie. 0 
Fin de la dkmonstration. Le feuilletage (C2,32, g) induit sur C2 par (V, 3, g) 
est presque isomttrique. Soit N; le feuilletage de C2 par les nappes de 
(C2,32,g). N2 est de codimension 0, 1, ou 2. 
Si n/, Ctait de codimension 0, d’apres Paragraphe 2.2.1, J(C2,32, g) serait 
simplement ransitive sur les feuilles de 32 et aurait pour dimension 2. Comme 
J(v/-)-T,H) c J(&&,H), on aboutit a une contradiction. 
Si N2 etait de codimension 1, ses feuilles rencontreraient celles de 3 suivant 
un feuilletage J-invariant, done suivant fo. Le champ d’eltments de contact 
HI = Tfo $ H, prolongi: diffkentiablement par H zi V, serait alors integrable 
dans l’ouvert dense &, done partout. Or ses varietes integrales contiendraient 
les nappes, ce qui contredit l’hypothese selon laquelle ( V, 3, g) a une seule 
nappe. 
Si N2 ttait de codimension 2, c. a d. si H etait integrable dans &, comme le 
feuilletagefo est invariant par glissement des feuilles de 3 suivant H, le champ 
d’eltments de contact HI precedent serait encore integrable, et on retrouve la 
mime contradiction que dans le cas precedent. 
La proposition est done demontree. 
3. FEUILLETAGES SINGULIERS PRESQUE ISOMETRIQUES SUR UNE 
4-VARIETE COMPACTE CONNEXE 
Dans ce paragraphe, V est une 4-variete compacte et connexe, 3 un feuilletage 
singulier presque isometrique pour la metrique g dont la dimension maximale 
des feuilles est 2. 
3.1. 3 posskde une feuille ponctuelle 
Soit x0 E CO et soit po > 0 assez petit de sorte que l’application exponentielle 
(expX,) realise un diffeomorphisme de la boule B(0, po) de T,,(V) sur un voi- 
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sinage ouvert Bii de ~0. On a vu au Lemme 2.1.2 que l’inverse de l’exponentielle 
Cchange les elements de 3 avec leurs linearises et que ceux-ci forment une al- 
gibre d’isometries infinitesimales de (TX,, (V), gX,) d’apres la Remarque 2.1.4. 
On munit t?;; de la metrique g’ image par exp,, de g,,. Les elements de J sont 
alors des isomitries infinitesimales de (a,“,“, g’). 
Si p < po, soit S; la sphere formie des vecteurs de T,,,(V) de norme p, 
On pose S, = exp,,(Si). S, est saturee de feuilles; on note 3p le feuilletage ob- 
tenu par restriction de 3 a S,. 3p est isometrique pour la metrique gi induite 
par g’ sur S,. On designera par J/, la restriction de J a S,. 
Lemme 3.1.1. Le feuilletage 3/l n kst pas rkgulier. 
Dkmonstration. Supposons que 3P est rkgulier. 3P est alors transversalement 
orientable. Soit Y un champ de vecteurs perpendiculaire aux feuilles de 3P et 
tel que gi( Y, Y) = 1. Si X E JPp, on a: (.fT,yg$( Y, Y) = -2gL([X, Y], Y) = 0. 
D’ou Y commute avec tous les elements de &. Grace a Y on peut construire 
sur S,, une I-forme fermee sans singularite. Or une telle forme n’existe pas 
sur S,. 
Remarque 3.1.2. _7rb Ctant singulier et de codimension generique 1, toutes ses 
feuilles sont compactes. Done les feuilles generiques de ( V, 3, g) voisines de CO 
sont compactes. On deduit du thioreme de structure des feuilletages rie- 
manniens singuliers que toutes les feuilles de ( V, 3, g) sont compactes. 
Remarque 3.1.3. Soit (C,, 3, g,$ le feuilletage obtenu par restriction de 3 a 
C2. On note J& la restriction de J a CI. On a l’inclusion: Jz2 c 
J(&, 3, Hx2). Comme & est rigulier, d’apres Paragraphe 2.2.1, si un element 
de ,7(X2,3, Hcz) est nul en un point x2, alors il reste nul le long de la nappe de 
(X2,3, g& passant par x2. Comme une feuille de (Cz, 3, gcz) rencontre toutes 
les nappes, il en rtsulte que si un element de J(&, 3, Hc,) est nul sur une 
feuille, il reste nul sur C2. On deduit de l’inclusion ci-dessus et du fait que Cz 
est dense dans V que si un element de J est nul sur une feuille generique 
de (V, 3!g), alors il est identiquement nul. Par consequent l’algebre de Lie 
J est isomorphe a sa restriction a une feuille generique. Puisque S, est sa- 
ture de feuilles, J est aussi isomorphe a J/,. Ceci ram&e l’itude de J a celle 
de 3,. 
Lemme 3.1.4. Si V = CO U Cz, alors J= g(3). 
Dbmonstration. Supposons que V = CO u C2. D’apres le Lemme 3.1.1, 3p pos- 
&de alors une feuille ponctuelle {xi}. En linearisant 3p au voisinage de x& on 
voit que les feuilles generiques proches de ~6 sont diffeomorphes a S2 et que J,, 
est isomorphe a a(3). D’ou le resultat. 
On deduit du Emme 3.1.4 que le groupe de Lie connexe et simplement con- 
nexe SU(2), qui a ~(3) pour algebre de Lie, va operer sur V de facon que J 
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apparaisse comme l’algebre de Lie des champs fondamentaux pour cette ac- 
tion. SU(2) &ant compact, le feuilletage defini par ses orbites sera isometriques 
apres moyennisation de la metrique g. 
Remarque. Soit $2 : C2 + W2 la fibration horizontale de (C2,3, gc,). Comme 
la restriction de $12 a chaque feuille est une submersion, W2 est une variite 
compacte. L’existence de feuilles diffeomorphes a S2 entraine que W2 est dif- 
ferente de S’. D’autre part si (CZ, 3,gc2) etait a nappes denses, c’est-a-dire si 
W2 itait reduite a un point, les feuilles seraient parallelisables d’apres Para- 
graphe 2.2.1. Done W2 est une variete compacte de dimension 2, d’ou le champ 
d’elements de contact HE, perpendiculaire aux feuilles de (C2, 3,gcz) est 
completement integrables. Les feuilletages riemanniens singuliers pour les- 
quels le champ d’eltments de contact perpendiculaire aux feuilles est com- 
pletement integrable sont dits transversalement inttgrables; ils ont ttt etudits 
dans [Bu]. 
Lemme 3.1.5. Si I/ = CO U Cl U 212, alors ,J7 = R2. 
DCmonstration. a. Si V = CO U Cl U CZ,, alors S, n CO est vide. En effet dans 
le cas contraire, il existerait des feuilles geniriques diffeomorphes a S2. La 
variite basique de la fibration horizontale $2 : C2 + W2 de (C2,3,gc2) aurait 
alors pour dimension 2 et les feuilles gtneriques seraient des revetements de Wz 
et auraient done le mime revttement universe1 w qui serait S2. Mais si Fr est 
une feuille de dimension 1, les feuilles generiques voisines de Fr sont fibrees sur 
Fl et ont done une caracteristique d’Euler nulle. Ceci prouve que 6’ est diffe- 
rent de S2. D’ou la contradiction. 
b. dimJ = 2. S, est reunion de deux strates ~1 et Q qui sont les traces res- 
pectives de Cr et CZ sur S,,. Soit XI E ~1 et soitft la feuille de 3p passant par XI. 
Si @ est un voisinage tubulaire de,fi dans S,, soit x2 un point de 02 n f?! . Soit 
X un element de J,, tel que X(x2) = 0. X est nul sur la gtodesique perpendicu- 
laire aux feuilles de 3p, reliant x2 a sa projection surf,. Comme X est une iso- 
metric infinitesimale de (S,, g;) le fait que la dimension defr vaut 1 entraine que 
X va s’annuler surf,. Le lieu singulier de X est done une sous-variete de S,, de 
codimension 5 1, ce qui implique X = 0. Ceci &ant, J,, est simplement ransi- 
tive sur les feuilles generiques de 3,, et a done pour dimension 2. I1 en est de 
meme pour J. 
c. J = R2. On vient de voir que si X E Jp s’annule en un point de ~1, il reste 
nul le long de la feuille de ur passant par ce point. Ceci entraine en particulier 
que la sous-algibre d’isotropie de J’ en un point XI de 01 est un ideal de -7;. 
Supposons que tous les points de CTI ont la meme sous-algebre d’isotropie ,Y ’ . 
Soient K la distribution engendree par J ‘, et Hi le champ d’elements de con- 
tact perpendiculaire aux feuilles de 3p. Considerons la distribution R = 
K+H;. 
R est differentiable: dans un voisinage tubulaire d’une feuille fi de dimen- 
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sion 1, R coi’ncide avec la distribution tangente aux fibres de la projection or- 
thogonale surf,; d’autre part il est clair que R est differentiable sur ~2. 
Comme J’ laisse invariant Hi, R est completement integrable. En outre 
puisque 3’ est un ideal de ,&, R est laisse invariant par J,,. D’ou R dtfinit un 
feuilletage de codimension I transversalement complet sur S,. Comme un tel 
feuilletage n’existe pas sur S,, on en deduit que I’hypothese ci-dessus n’est pas 
verifiee. 
Ceci Ctant & est somme directe de deux ideaux de dimension 1, d’ou 
Jp = R2. Ce qui implique J = R”. 
Considerons une base {Xl, X2) de ,7. On note (~f)~~n le flot de Xi. On a une 
operation 
Soit gt la mitrique obtenue sur CZ en modifiant gz, le long des feuilles de sorte 
que gt (Xi, Xj) = 6”, en laissant la metrique transverse t le champ d’elements de 
contact perpendiculaire aux feuilles inchanges. 
lR2 opere par isometrics sur (C2,gt). Soit r le sous-groupe d’isotropie des 
orbites principales. T est un reseau qui laisse fixes tous les points de C2. Par 
continuite r va laisser fixes tous les points de I/. D’ou @ se factorise suivant une 
operation du tore U2 = R2/T sur V. 
En resume on a: 
ThCorkme 3.1.6. Soit ( V, 3, g) un feuilletage presque isometrique singulier sur 
une 4varidtP compacte connexe V, ayant une feuille ponctuelle. Si la dimension 
des feuilles gtneriques est 2, alors 3 est dejini par les orbites dun groupe de Lie 
compact G agissant sur V. G = T2 si 3 possede des feuilles de dimension 1 et 
G = SU(2) darts le cas contraire. 
3.2. 3 ne pow&de pas de feuille ponctuelle 
On va traiter le cas ou la variete basique de la fibration horizontale a pour di- 
mension 1. Soit T,!I : V --+ S ’ cette fibration. 
Nous avons deja vu que les composantes connexes des traces des feuilles de- 
finissent sur chaque fibre N = T/F’(~) un feuilletage (N, 3v, giy) presque iso- 
metrique pour la metrique induite gv. Soit ~90 E S’ fix& une fois pour toutes et 
soit NO = 7&‘(00). 
Considerons un releve Y de a/L%3 dans &( V, 3, H), de flot ((~~),~n. cpt laisse 
globalement invariante chaque fibre de $. Notons ‘p la restriction de cpt a 
NO : cp E Aut(No, 3v0, HN~). On a le lemme suivant: 
Lemme 3.2.1. II existe we operation dQ,Erentiable de S’ sur NO dont les orbites 
sont [es feuihes de 3n,_,; X& etant te champ fondamental associt a a/86, si cp 
laisse invariante lbrientation des feuilles de 3 NO, ators XnO sztend dans V suivant 
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un champ de vecteurs X E J( V, 3, H) qui commute avec tous les &!ments de 
Z( V, 3, H). 
DCmonstration. On remarque d’abord que la strate a0 du Flot 3~~, intersection 
de C’ avec No, est une reunion finie de cercles. Les feuilles gtneriques voisines 
de (TO, et par suite toutes les feuilles de 3~,, sont compactes. De la m2me maniere 
que pour la Proposition 2.2.2, on obtient par compactification une action de S ’ 
ayant pour orbites les feuilles de 3~~. 
Soit s E R tel que cp,(No) = NO. Le champ de vecteurs (pst(X,vO) appartient a 
J(No, 3~~~ HN~). Puisque cp laisse invariante l’orientation des feuilles, il en est 
de meme de cps et on a (pst (X,,) = X,, 
Ceci Ctant, on peut, a l’aide du flot de Y, etendre X,, suivant un champ de 
vecteurs X E J( V, 3, H). Par construction X sera tangent aux fibres de $ et 
commutera avec Y. 
Maintenant l’algebre de Lie engendree par {X, Y} est transitive en restric- 
tion a chaque feuille de 3. Si Z E ,T( V, 3, H), il s’ecrit Z =fX + g Y, auf et g 
sont des fonctions H-basiques; done il commute avec X. 
Les orbites non singulieres de X sont ptriodiques et ont meme periode que 
celles de X,,. X determine une action de S’ sur V. Dans la suite, on supposera 
l’hypothese du Lemme 3.2.1 verifiee; on munira V de la metrique g’, S’-in- 
variante, obtenue par moyennisation de g. g’ d&nit le mime champ d’eltments 
de contact H perpendiculaire aux feuilles que g et la meme mitrique transverse 
que g. 
11 est facile de voir que l’espace des feuilles de (NO, 3N,,) est une variete a bord 
(S, 8s). Soit q : NO 4 (S, 8s) la projection canonique. ‘p se factorise suivant un 
diffeomorphisme (p de (S,dS). On distinguera deux cas, (cp) Ctant le groupe 
engendre par cp: 
a. ($5) est un groupe fini d’ordre p: au bout d’un temps fini p, chaque tra- 
jectoire 7x du champ Y revient sur la feuille R’N~.~, x E NO. ‘pJ’ E Zso(No,glNO) et 
coincide avec un diffeomorphisme BO(E S’) de NO. 
Soit - la relation d’equivalence sur R x S’ definie par: 
(t, 0) N (s, 19’) * s = t + n, 19’=0-n190. RxS’/-=T2. 
Loperation 
est equivariante pour N. D’oh Q, se factorise suivant une operation de U2 ayant 
pour orbites les feuilles de 3. 
b. (cp) est infini: Observons que la mttrique transverse grN,, determine une 
metrique riemannienne g.s sur (S, &S), et que 6 = Aut(No, 3~~, HN~,~TN~) se 
projette dans le groupe &,(S, dS, gs) des isometrics de (S, dS, gs), avec pour 
noyau le sous groupe S ’ engendre par X. D’ou une suite exacte de groupes 
de Lie 
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1 -+ s1 -+ G-Z ISO(S, as,gs). 
Verifions que c = n(G) est un sow-groupe compact du groupe de Lie compact 
Iso (S, dS,gs): on remarque pour cela que la strate ‘TV de No est un S’-fibre 
principal sur l’ouvert regulier US de S, H N,, dtfinissant une connexion sur ce 
fibre, et la restriction Gi de G a CT], etant form&e de morphismes de fibre princi- 
pal qui respectent la connexion. 
Soit alors une suite (cpn) dans G. Quitte a passer a une suite extraite, on peut 
supposer que la suite (cpn = rr(cp,)) converge vers (p et que, x0 Ctant un point fixe 
de 01, cp,(x,) --f x1. On verifie alors immtdiatement que, pour tout x E o, (P,,(X) 
tend vers une limite que l’on notera p(x) (il suffit de passer aux points projetes 
sur S, et de relever un chemin horizontalement). A priori, cp nest difini que 
dans pl, mais en se pla$ant dans un voisinage tubulaire de LTO, on vtrifie que cp se 
prolonge en un Clement de G. 
Ceci etant, (cp) engendre un sous-groupe abelien de Iso (S, aS,gs); comme ce 
dernier groupe est de dimension 1, son adherence contient la composante con- 
nexe de l’identite. 11 existe done un champ de vecteurs Zs sur S qui se releve en 
un champ de vecteurs Z,v, sur NO, dont le flot est dans G. A l’aide du flot de Y, 
on prolonge Z,,, en un champ global Z sur I’ commutant avec X et Y. Ceci 
etant, I’algebre de Lie engendree par (X, Y, Z) est transitive sur les adherences 
des feuilles de _T, et respecte a la fois H et gr. On d&nit par factorisation une 
action de U3 sur V. 
Finalement, on voit que .T sera defini par les orbites d’un sous-groupe dense 
de T3. 
On a demontre: 
ThCoriime 3.2.2. Soit ( V, .F, g) un feuilletage presque isomktrique singulier de 
dimension g&&ique 2. Si V = Cl U C2 est une bvariitd compacte connexe et si 
les nappes sont des sous variPtb fermdes de codimension 1, alors Fprovient soit 
d’une action de T*, soit d’une action d’un sous-groupe de Lie dense de T3. 
Remarque. On peut reconstruire la variete feuilletee (V, 3) par suspension. 
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